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1�� ������	��� �
 	�� �+2��� ��������	� �� 2���� �� ��#�34� ��2����	�����
1�� ���	���� 2�	5��� 	�� ��	 �
 �6��	���� ��� 	�� ������������! ��
��	�� ����
�� ���������2�� ��� 
��+ ��	���� ���� 	� 2� �����7�� ��� �8������� 1���� �����+
��	����� ��	�� �		�
�	 	� ������� � ����#��1�19�� �
 5��	 5�� ��	����+
������� ��� ����� ��	� 	�� �8��	��! :3� ����'�	���	���� �		����� 	� 	���� ��	��
�� � ������! 	��� �
 	�� ������� ;�+ ���	���� �
 	�� �+2��� :3� 5�	� �����	� ��
	�� ��5 �+2��� ����� �� 	�� �������
��	 �
 	�� ��� ��!
� ������

��
� �
 	�� �6��	���� ���	��� ���	��� ���	���� ��
� 5���� 
�+ 2� ������	�
	� ����� 9� 	���� ����� � ��	����� �8����	��� �
 	�� ���� �� �������� 
�� � 
���
����� 
���� �� 	��	 ��� 	��
�" ���������+ ���� 2��������� ��� ������	�� 
��� 9	
�� ����	�� ��	 	��	 	�� �+2��� ��!
�'�������� ��������	� ������	�� ���� ����
��	 2���
� � ���� ��!
� �	���	��� �� ��7��� �� 	�� ������	 :3�� ��
�������
�
 	�� 	��������� �������� 2+ ����4� ��!
� ��7��	��� ��� 	�� ������������!
��#�3 ��7��	��� ������� ���+ ��
���� 
������	� �	 
��	 
���� ������ �8���	 �	
	�� ���+ 	�� �
 	�� 
����" �� �8���	���

1�� ������ �� ������� 	� ��
�� 	� 	�� ��	�	��� ��� ���	���� �	���	��� ��!��
�	 	�� ��� �
 	��� ����
��	 2�
��� ���������! 5�	� 	�� ������	����

9���8��! �� 	�� ��7���! �6��	���� �� 
��
 	�� 	�� �
 	�� �	
������� 	�
2�		�
� 9���8��! �� 	�� :3� ��� ��5�+� 2��� 
��
 2�		�
 	� 	�� ��� 	��
������ �� ���	����� 	� �8������ ���� 5��� �5�	����! 2�	5��� ��	�� ��� ������

�� 2�!�� 5�	� 	�� ������	� ��7��	��� �
 � �+2��� ��������	��

<�	 η(0, ps) = 0. η(ps, ps) = 1. ηk+ 1
2

=
A

k+ 1
2

p0
+ Bk+ 1

2

�



Ak+ 1
2

Bk+ 1
2
��� ������ 	� 
���� ���	�" k = 0 �	 	�� �
 �	
�������" ���

p0 = 101.325 �2� 9	 �� ��	�� 	��	 	�� ��	��� ������ �
 η ��� ���+ ��6����� 
��
��
�'��!���!� ��	������	����" ��	 
�� 	�� ������	��� �
 	�� 
����4� �6��	�����

1����
���" A 1
2

= B 1
2

= 0. <�	 (U, V ) = cos θ (u, v)

1�� 
���� �6��	���� 5�	���	 ���2�	�� 
�����! 	��
� ���-

∂U

∂t
+

1
a cos2 θ

(
U

∂U

∂λ
+ V cos θ

∂U

∂θ

)
+ η̇

∂U

∂η

−fV +
1
a

(
∂φ

∂λ
+ RTv

∂

∂λ
ln p

)
= 0 =0���0>

∂V

∂t
+

1
a cos2 θ

(
U

∂V

∂λ
+ V cos θ

∂V

∂θ
+ sin θ

(
U2 + V 2

))
+ η̇

∂V

∂η

+fU +
cos θ

a

(
∂φ

∂θ
+ RTv

∂

∂θ
ln p

)
= 0 =0����>

∂Tv

∂t
+

1
a cos2 θ

(
U

∂Tv

∂λ
+ V cos θ

∂Tv

∂θ

)
+ η̇

∂Tv

∂η

=
κTvω

p

[
1 + εq

1 + (δ − 1) q

]
=0���(>

3�� �6� =0���(> ��� 	���	
��	 �
 	�� 	���
��+��
�� �6��	����

1�� 
���	��� �����7� ��
���	+ �6��	��� ��-

∂q

∂t
+

1
a cos2 θ

(
U

∂q

∂λ
+ V cos θ

∂q

∂θ

)
+ η̇

∂q

∂η
= 0 =0���%>

(



��� 	�� ���	����	+ �6��	��� �� 5��		�� ��-

∂

∂t

(
∂p

∂η

)
+ ∇ · vH

∂p

∂η
+

∂

∂η

(
η̇

∂p

∂η

)
= 0 =0����>

vH = (u, v) ��������

1�� �+����	�	�� �6��	��� ��-

∂φ

∂η
= −RdTv

p

∂p

∂η
=0���&>

��� ω �� ���!����� 
��
-

ω = −
∫ η

0

∇ ·
(

vH
∂p

∂η

)
�η + vH · ∇p =0���$>

�6� =0���$> 
����5� 
��
 ω = �p
�t = ∂p

∂t + vH · ∇p + η̇ ∂p
∂η

��2�	�	�	� ∂p
∂t �� �6� =0����>" 	���

∂
∂η

(
ω − vH · ∇p − η̇ ∂p

∂η

)
+ ∇ · vH

∂p
∂η + ∂

∂η

(
η̇ ∂p

∂η

)
= 0

��	�!��	� � 	� η (ω − vH · ∇p) | η
0 +

∫ η

0
∇ · vH

∂p
∂η�η = 0

�
 ωη=0 = 0 ��� (vH · ∇p)η=0 = 0 �6� =0���$> 
����5��

�� �6��	��� 
�� ∂ps

∂t -

%



��	�!��	� �6� =0����>
∫ 1

0 ( )�η ��� ��� η̇ (0) = η̇ (1) = 0

∫ 1

0
∂
∂t

(
∂p
∂η

)
�η +

∫ 1

0

(
∇ · vH

∂p
∂η + ∂

∂η

(
η̇ ∂p

∂η

))
�η = 0

∂p
∂t

∣∣∣1
0

+
∫ 1

0 ∇ · vH
∂p
∂η�η = 0 � 9


(
∂p
∂t

)
η=0

= 0 ���
(

∂p
∂t

)
η=1

= ∂ps

∂t

∂ps

∂t
= −

∫ 1

0

∇ · vH
∂p

∂η
�η =0���?>

��-

∂ ln ps

∂t
= − 1

ps

∫ 1

0

∇ · vH
∂p

∂η
�η

3�� 	�� ���	���� �����	��� 	��
� 5� ���� �� �8�������� 
�� η̇ ∂p
∂η -

��	�!��	� �6� =0����>
∫ η

0
( ) �η " 	���

∫ η

0
∂
∂t

(
∂p
∂η

)
�η +

∫ η

0 ∇ · vH
∂p
∂η�η +

∫ η

0
∂
∂η

(
η̇ ∂p

∂η

)
�η = 0

∂
∂t (p − p0) +

∫ η

0 ∇ · vH
∂p
∂η�η + η̇ ∂p

∂η = 0 �����
(
η̇ ∂p

∂η

)
η=0

= 0

η̇
∂p

∂η
= −∂p

∂t
−
∫ η

0

∇ · vH
∂p

∂η
�η =0���,>

��� ���	��
� ������	� 
	���

��7�� �	 ��	��
����

pk+ 1
2

= Ak+ 1
2

+ Bk+ 1
2
ps =0�0�0>

�



1�� ���
��� �������� �6� =0���?> 2���
��-

∂ ln ps

∂t = − 1
ps

∑levs
k=1 (∇ · vHkΔpk) " Δpk = pk+ 1

2
− pk− 1

2
> 0

��	� 	��	 vHk �� 	�� �������� ����@��	�� ������	+ �	 ��+�� k

��	 Dk = ∇ · vHk " 	���"

∂ ln ps

∂t
= − 1

ps

levs∑
k=1

∇ · vHkΔpk =0�0��>

= − 1
ps

∑
[DkΔpk + vHk · ∇ (Δpk)]

= −
∑[

Dk

ps
Δpk + vHk ·

(
1
ps

∇Δpk

)]

�� 5��	 	� �8����� �������� ��������	 6���	�	��� �� 	��
� �
 	�� ��	����
��! �
 ���
��� ��������" 	����
���-

1
ps
∇Δpk = 1

ps
∇
[(

Ak+ 1
2

+ Bk+ 1
2
ps

)
−
(
Ak− 1

2
+ Bk− 1

2
ps

)]
= ΔBk∇ ln ps 5���� ΔBk = Bk+ 1

2
− Bk− 1

2

∂ ln ps

∂t = −∑levs
k=1

(
Dk

ps
Δpk + ΔBkvHk · ∇ ln ps

)

��
�����+ 
��
 �6� =0���,> �	 ��	��
��� k

(
η̇ ∂p

∂η

)
k+ 1

2

= − ∂
∂tpk+ 1

2
−∑k

j=1 ∇ · vHjΔpj

&



= −Bk+ 1
2

∂ps

∂t −∑k
j=1 ∇ · vHjΔpj

= −ps

(
Bk+ 1

2

1
ps

∂ps

∂t + 1
ps

∑k
j=1 ∇ · vHjΔpj

)

= −ps

[
Bk+ 1

2

∂ ln ps

∂t + 1
ps

∑k
j=1 (DjΔpj + vHj · ∇Δpj)

]

= −ps

⎡
⎣Bk+ 1

2

∂ ln ps

∂t
+

k∑
j=1

(
Dj

ps
Δpj + ΔBjvHj · ∇ ln ps

)⎤⎦ =0�0�(>

��! ���	��
� "�#��	���

3�� ��������	��� �
 ��!���� 
�
��	�
" 	�� ���	���� �����	��� �
 ������ x �	
��+�� k ��-

(
η̇
∂x

∂η

)
k

=
1

2Δpk

[(
η̇
∂p

∂η

)
k+ 1

2

(xk+1 − xk) +
(

η̇
∂p

∂η

)
k− 1

2

(xk − xk−1)

]
=0���0>

3�� 	�� �+����	�	�� �6� 5� ����-

φk+ 1
2
− φk− 1

2
= −Rd (Tv)k ln

(
p

k+ 1
2

p
k− 1

2

)

��-

φk+ 1
2

= φs +
∑levs

j=k+1 Rd (Tv)j ln
(

p
j+ 1

2
p

j− 1
2

)

����� 5� ���� φk �� ��+���" 5� ��7�� αk �� �� ��

��� ��� A����!�"

$



φk = φk+ 1
2

+ αkR (Tv)k =0����>

αk = 1 −
pk− 1

2

Δpk
ln

(
pk+ 1

2

pk− 1
2

)
=0���(>


�� k ≥ 1 " ��� α1 = ln 2 � =���	��� ������ ����� 2� α = 1 >

1�� �
�����	��� �
 	�� ������ �
 αk �B��	� 	�� ��
��	�	��� �
 ∇φ � 1���
������ 5��� ��	 �� !������ �����	 �� 	�� ��!
� �+�	�
 ���� �	 ���� =5���
Ak ≡ 0 >� 1�� ��
�'�
�����	 
�	����� 5��� ���� 2� ��B����	 ��� 5��� 2� ����������

��$ ��� �������� ��
����	 ����

RdTv∇ ln p �� ������	�@�� �� 
����5�-

Rd (Tv∇ ln p)k =
Rd(Tv)k

Δpk

[
ln

(
pk+ 1

2

pk− 1
2

)
∇pk− 1

2
+ αk∇Δpk

]
=0�(�0>

1�� �2��� ������ �
 αk �� �6� =0���(> 5��� ������ �6� =0�(�0> 	� RTk∇ ln ps

5��� Ak = 0� 9� 	��� ����-

RT
p ∇pk = RdTk

{
1

Δpk

(
pk+ 1

2
ln pk+ 1

2
− pk− 1

2
ln pk− 1

2

)}

5���� �� � ������	� �����! �
 RdT∇ ∂
∂p (p ln p) = RdT∇ ln p

?



��% ��� ���� ������	� 
	��� �
 	�� &����	�� '(�
	����

��	- δt = x+−x−
2Δt Δtt = x+ − 2x + x− " Tr �� � ��
������ 1�
��

��	- A (x) = 1
a cos2 θ

(
U ∂x

∂λ + V cos θ ∂x
∂θ

)
+ η̇ ∂x

∂η =(� �����	���>

	��� 
��
 �6� =0���0> ��� �6� =0����>

δtU = −A (U) + fV − 1
a

(
∂φ
∂λ + RTv

∂ ln p
∂λ

)
− β

2aΔtt

(
Y ∂T

∂λ + RTr
∂

∂λ ln ps

)

δtV = −A (V ) − fU − cos θ
a

(
∂φ
∂θ + RTv

∂ ln p
∂θ

)
− sin θ

a cos2 θ

(
U2 + V 2

)

−β cos θ
2a Δtt

(
Y ∂T

∂θ + RTr
∂
∂θ ln ps

)

1�� ��
�'�
�����	 	��
� ��� 	���	�� �� 
����5�-

∂x
∂t =

(
∂x
∂t

)
��������

+ β
2 (L+ + L− − 2L)

=
(

∂x
∂t

)
��������

+ β
2 ΔttL

5���� L �� 	�� ������ ���	 �
 	�� 	������+�

��5 ��	 (A (U))k = ��� (A (V ))k = ��C

��� = 1
a cos2 θ

(
Uk

∂Uk

∂λ + Vk cos θ ∂Uk

∂θ

)
+ 1

2Δpk

[(
η̇ ∂p

∂η

)
k+ 1

2

(Uk+1 − Uk) +
(
η̇ ∂p

∂η

)
k− 1

2

(Uk − Uk−1)
]

��C = 1
a cos2 θ

(
Uk

∂Vk

∂λ + Vk cos θ ∂Vk

∂θ

)
+ 1

2Δpk

[(
η̇ ∂p

∂η

)
k+ 1

2

(Vk+1 − Vk) +
(
η̇ ∂p

∂η

)
k− 1

2

(Vk − Vk−1)
]

���� ��7�� �����! �����2��� �� 
����5�-

,



− cos θ∇φk =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

− 1
a

(
∂φ
∂λ

)
k

= ��D9

− cos θ
a

(
∂φ
∂θ

)
k

= C�D9

−RTv cos θ∇ ln p =

⎧⎨
⎩

−R
a

(
Tv

∂
∂λ ln p

)
= �� �

−R cos θ
a Tv

∂ ln p
∂θ = C� �

	��� 
�� �����! ��������-

δtU = ���	 = −��� + fV +��D9+�� �− β
2a ·Δtt

(
Y ∂T

∂λ + RTr
∂ ln ps

∂λ

)

δtV = ���	 = −��C−fU +C�D9+C� �− β cos θ
2a Δtt

(
Y ∂T

∂θ + RTr
∂ ln ps

∂θ

)

− sin θ
a cos2 θ

(
U2 + V 2

)
�

��) ��� ���������
��� '(�
	���

��������	��� �
 ����!+ ��� �+����	�	�� �����	���� �
��+-

�Q = cp�T − α�p " α = 1
ρ = RTv

p

9
 �Q = 0

cp
�T
�t = α�p

�t

�T
�t = α

cp

�p
�t = αω

cp
= RTvω

cpp " α = RTv

p

�� ���� ����

0�



cp = Cpd + (Cpv − Cpd) q = Cpd

[
1 +

(
Cpv

Cpd
− 1

)
q
]

��� κ = R
Cpd

� �� 
�+ 	��� 5��	� �6� =0���(> ��-

�T
�t = RTvω

Cpd

h
1+

“
Cpv
Cpd

−1
”

q
i
p

= κTvω
(1+(δ−1)q)p

5���� δ = Cpv

Cpd
= 1846

1004.6 = 1.837

δ − 1 = 0.8375

�T
�t = κTvω

[1+(δ−1)q]p

3�� Tv �� ���	��+ �����2��- ��	 ε = Rv

Rd
− 1 = 0.6077

Tv = (1 + εq)T " �Tv

�t = (1 + εq) �T
�t + εT �q

�t

�Tv

�t = (1 + εq) κTvω
(1+(δ−1)q)p + εT �q

�t

�Tv

�t = κTvω
p

(1+εq)
(1+(δ−1)q) + εT �q

�t

⇑ ⇑
�������	�� �� �+��
��� �������	�� �� ��+����

1�� E������	���F 	��
 1+εq
1+(δ−1)q = 1+0.6077q

1+0.8375q


�� ���!� q = 50
1000

1+εq
1+(δ−1)q = 0.99

00



��* ��� ���������
��� '����� ���#������ ����

�� 5��� ��� 	�� ��#�3 ����!+ ���������� 	��
 = �	���� ,�" �6� ����>�

<�	 Cq = 1+εq
1+(δ−1)q " 	�� ��#�3 ����!+ ����� 	��
 ��-

(
κTvω

p
1+εq

1+(δ−1)q

)
k

= κ (Tv)k
1+εqk

1+(δ−1)qk

〈

− 1
Δpk

{
ln
(

p
k+ 1

2
p

k− 1
2

)∑k−1
j=1 [DjΔpj + ps (vj · ∇ ln ps)ΔBj ]

+ αk [DkΔpk + ps (vk · ∇ ln ps)ΔBk]
}

+
ps

Δpk

[
ΔBk +

Ck

Δpk
ln

(
pk+ 1

2

pk− 1
2

)]
(vk · ∇ ln ps)

〉
=0�&�0>

5����

Ck = Ak+ 1
2
Bk− 1

2
− Ak− 1

2
Bk+ 1

2

1�� �+��
��� !��� ��
��	�	���� ��� ���
��
�� �� ��2���	��� !7��� �� ��5
��7�� �����2��� 
�� �����! ��������� 1���� �����2��� ��� ��
�����	� �
 �6�
=0�&�0>�

5��;�k = κ(Tv)k

Δpk
· 1+εqk

1+(δ−1)qk

5��;2k = ln
(

p
k+ 1

2
p

k− 1
2

)∑k−1
j=1 [DjΔpj + ps (vj · ∇ ln ps) ΔBj ]

+ αk [DkΔpk + ps (vk · ∇ ln ps)ΔBk]

5��;�k = ps

[
ΔBk + Ck

Δpk
ln
(

p
k+ 1

2
p

k− 1
2

)]
vk · ∇ ln ps
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Δpk

5�� �2���2�� �� 5��;�k 5� ����-

(
κTvω

1+εq
1+(δ−1)q

)
k

= 5��;�k (−5��;2k + 5��;�k)

��� 	�� 
��� 	���
��+��
�� �6��	��� = �	���� ,�" �6� ��(�> ��� ��5 2�
���!��

��-

T+
v −T−

v

2Δt =
(

κTvω(1+εq)
1+(δ−1)q

)
k
− 1

a cos2 θ

[
Uk

∂Tvk

∂λ + Vk cos θ
∂Tvk

∂θ

]

− 1
2Δpk

[(
η̇ ∂p

∂η

)
k+ 1

2

(
Tvk+1 − Tvk

)
+
(
η̇ ∂p

∂η

)
k− 1

2

(
Tvk

− Tvk−1

)]− β
2 Δtt (τD)k

1�� 
�	��8 τ �� ��7��� 2+-

(τD)k = κTr

(
1

Δpr
k

ln
(

pr

k+ 1
2

pr

k− 1
2

)∑k−1
j=1 DjΔpr

j + αr
kDk

)

���

D̃ = (D1 . . . DLevs)

��+ �
����
	��� �
 ,-�.�/ ��.�0

9� ����� 	� 
���	��� ��������	��� ������	��� �� 	�� ������	�@�� 
��
���	���" 	��
�8�������� �
 	�� �������� 
���� 	��
 ��6����� 	�� 
����5��! 
��
-

Rd (Tv cos θ∇ ln p)k = Rd cos θ(Tv)k

Δpk

[
ln
(

p
k+ 1

2
p

k− 1
2

)
∇pk− 1

2
+ αk∇Δpk

]

�����-

∇Δpk = ∇
(
Ak+ 1

2
+ Bk+ 1

2
ps −

(
Ak− 1

2
+ Bk− 1

2
ps

))
= ∇ΔBkps = ΔBk∇ps

0(
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RdTv cos θ � ln p = −Rd cos θ(Tv)k

Δpk

[
ln
(

p
k+ 1

2
p

k− 1
2

)
Bk− 1

2
∇ps + αkΔBk∇ps

]
=

= −Rd cos θ(Tv)k

Δpk

[
Bk− 1

2
ln
(

p
k+ 1

2
p

k− 1
2

)
+ αkΔBk

]
ps∇ ln ps

= − 1
Δpk

[
Bk− 1

2
ln
(

p
k+ 1

2
p

k− 1
2

)
+ αkΔBk

]
Rd (Tv)k ps cos θ∇ ln ps

�� 	�� ���� cos θ∇ ln ps = (���<�#,����D9)

��	 ��
 b = − 1
Δpk

[
Bk− 1

2
ln
(

p
k+ 1

2
p

k− 1
2

)
+ αkΔBk

]

1��� (�� �,C� �) = ��
 b Rd (Tv)k ps (���<�#,����D9)


�� k = 1 ln
(

p 3
2

p 1
2

)
∇p 1

2
�

����� p 1
2

= 0" 5� ���� 	� 7�� 	�� ��
�	-

limp 1
2
→0

(
ln
(

p 3
2

p 1
2

)
∇p 1

2

)
= 0

	����
��� (�� �,C� �)k=1 = −Rd cos θ
(Tk)1
Δp1

(���<�#,����D9)

��1 �
����
	��� �
 ,����/ #���0

(����, ����) = − cos θ∇φk
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φk = φk+ 1
2

+ αkRd (Tv)k " φk+ 1
2

= φs +
∑Levs

j=k+1 Rd (Tv)j ln
(

p
j+ 1

2
p

j− 1
2

)

α1 = ln 2 �� =G0> " αk = 1 − p
k+ 1

2
Δpk

ln
(

p
k+ 1

2
p

k− 1
2

)
k > 1 �

	���- − cos θ∇φk = − cos θ∇
[
φs +

∑Levs
j=k+1 Rd (Tv)j ln

(
p

j+ 1
2

p
j− 1

2

)
+ αkRd (Tv)k

]

= − cos θ∇φs−Rd cos θ
{∑Levs

j=k+1

[
(Tv)j ∇πi + πj∇ (Tv)j

]
+ αk∇ (Tv)k + (Tv)k ∇αk

}

5���� πj = ln
p

j+ 1
2

p
j− 1

2

��	 (����, ����) = −→px1 + −→px2 + −→px3 + −→px4 + −→px5 =
�� �����! ��������>

−→px1 = − cos θ∇φs "
−→px2 = −Rd cos θ

∑Levs
j=k+1 (Tv)j ∇πj

−→px3 = −Rd cos θ
∑Levs

j=k+1 πj∇ (Tv)j

−→px4 = −Rd cos θαk∇ (Tv)k "
−→px5 = −Rd cos θ (Tv)k ∇αk

��
��
��
−→px2

−→px2 = −Rd cos θ
∑Levs

j=k+1 (Tv)j ∇πj

∇πj = ∇ ln
(

p
j+ 1

2
p

j− 1
2

)
=

∇p
j+ 1

2
p

j+ 1
2

− ∇p
j− 1

2
p

j− 1
2

=

=
B

j+ 1
2

p
j+ 1

2

∇ps −
B

j− 1
2

p
j− 1

2

∇ps =
(

B
j+ 1

2
p

j+ 1
2

− B
j− 1

2
p

j− 1
2

)
ps∇ ln ps

−→px2 = −Rd cos θ
∑Levs

j=k+1 (Tv)j

(
B

j+ 1
2

p
j+ 1

2

− B
j− 1

2
p

j− 1
2

)
ps∇ ln ps
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−→px2 = −Rd

∑Levs
j=k+1 (Tv)j

(
B

j+ 1
2

p
j+ 1

2

− B
j− 1

2
p

j− 1
2

)
ps (���<�#,����D9)︸ ︷︷ ︸

cos θ∇ ln ps


�� � ���� σ ��������	� Ak+ 1
2

= 0
B

j+ 1
2

p
j+ 1

2

− B
j− 1

2
p

j− 1
2

= 1
ps

− 1
ps

= 0

−→px2 = 0

��
��
��
−→px3

−→px3 = −Rd cos θ
∑Levs

j=k+1 ln
p

j+ 1
2

p
j− 1

2

∇ (Tv)j

9� 	�� ���� cos θ∇T = cos2 θ (�	��, �	�
)

−→px3 = −Rd cos2 θ
∑Levs

j=k+1 ln
p

j+ 1
2

p
j− 1

2

(�	��(.), �	�
(.) )

−→px4 = −Rd cos θαk∇ (Tv)k = −Rd cos2 θαk (�	��(;), �	�
(;) )

��
��
��
−→px5

−→px5 = −Rd cos θ (Tv)k ∇αk

��5-

∇αk = ∇
(

1 − p
k− 1

2
Δpk

ln
(

p
k+ 1

2
p

k− 1
2

))
= − p

k− 1
2

Δpk

{
∇ ln

(
p

k+ 1
2

p
k− 1

2

)}
−ln

(
p

k+ 1
2

p
k− 1

2

){
∇p

k− 1
2

Δpk

}

������	�

∇ ln
(

p
k+ 1

2
p

k− 1
2

)
=

∇p
k+ 1

2
p

k+ 1
2

− ∇p
k− 1

2
p

k− 1
2

=
(

B
k+ 1

2
p

k+ 1
2

− B
k− 1

2
p

k− 1
2

)
ps∇ ln ps
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∇p
k− 1

2
Δpk

=
B

k− 1
2

Δpk
∇ps − pk− 1

2

∇Δpk

(Δpk)2

=
B

k− 1
2

Δpk
∇ps−

p
k− 1

2
(Δpk)2

[(
Bk+ 1

2
− Bk− 1

2

)
∇ps

]
=
(

B
k− 1

2
Δpk

− p
k− 1

2
(Δpk)2

ΔBk

)
ps∇ ln ps

	���

∇αk = − p
k− 1

2
Δpk

(
B

k+ 1
2

p
k+ 1

2

− B
k− 1

2
p

k− 1
2

)
ps∇ ln ps−ln

(
p

k+ 1
2

p
k− 1

2

)(
B

k− 1
2

Δpk
− p

k− 1
2

(Δpk)2
ΔBk

)
ps∇ ln ps

∇αk = − 1
Δpk

{
p

k− 1
2

p
k+ 1

2

Bk+ 1
2
− Bk− 1

2
+ ln

(
p

k+ 1
2

p
k− 1

2

)(
Bk− 1

2
− p

k− 1
2

Δpk
ΔBk

)}
ps∇ ln ps

��	

��
�(;) = − 1
Δpk

{
p

k− 1
2

p
k+ 1

2

Bk+ 1
2
− Bk− 1

2
+ ln

(
p

k+ 1
2

p
k− 1

2

)(
Bk− 1

2
− p

k− 1
2

Δpk
ΔBk

)}
�� ����

	���-

∇αk = ��
�(;) ps∇ ln ps

��� 7����+-

−→px5 = −Rd cos θ (Tv)k ∇αk = −Rd cos θ (Tv)k ��
�(;) ps∇ ln ps

−→px5 = −Rd (Tv)k ��
�(;) ps (���<�#, ����D9 ) �� ����
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�� ���� ��!
� Ak = 0

��
�(;) = − 1
Δpk

{
B

k− 1
2

ps

B
k+ 1

2
ps

Bk+ 1
2
− Bk− 1

2
+ ln

(
B

k+ 1
2

ps

B
k− 1

2
ps

)(
Bk− 1

2
− ΔBkB

k− 1
2

ps

ΔBkps

)}
ps∇ ln ps

��
�(;) = 0 −→px5 = 0

��2 ����3�������	 ���� ��	���
	���

1�� 
�
��	�
 �6��	��� ��-

∂�v
∂t = x∗ − β

2 Δtt (A∇T + RdTr∇Q) Δxtt = x+ + x− − 2x " Q = ln ps

�����	��! 5�	� 	�� �����!���� �����	�� 5� ����

∂D
∂t = x − β

2 Δtt

(
A∇2T + RdTr∇2Q

)

5���� x∗ ��� x ��� 	�� ���������	� ���'������ 	��
��

�� ��� ������! 5�	� 	�� 	���� ������� �6��	����-

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

∂D
∂t = x + β

2
n(n+1)

a2 {A (T + + T− − 2T ) + RdTr (Q+ + Q− − 2Q)}
∂T
∂t = Y − β

2 ΔttBD = Y − β
2 B (D+ + D− − 2D)

∂Q
∂t = Z − β

2 Δtt (S · D) = Z − β
2 S · (D+ + D− − 2D)

S · X =
∑Levs

1 SiXi " Si = Δpr
i

pr " pr = p ��
. G ?�� 
2�

��5 7��	� ��B������ �� 	�
�" ����� 
�� D+ 	��� T + " Q+

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

D+ = D− + 2Δtx + β Δtn(n+1)
a2 {A (T− − 2T ) + RdTr (Q− − 2Q)} + β Δtn(n+1)

a2 (AT + + RdTrQ
+)

T + = T− + 2ΔtY − βΔtB (D− − 2D) − βΔtBD+

Q+ = Q− + 2ΔtZ − βΔtS · (D− − 2D) − βΔtS · D+

0?



��	 Â = βΔtA
a2 T̂r = βΔt

a2 RTr

	���

D+ = D−+2Δtx+n (n + 1)
{

Â (T− − 2T ) + T̂r (Q− − 2Q)
}
+n (n + 1)

(
ÂT + + T̂rQ

+
)

<�	

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

El
n = D− + 2Δtx + n (n + 1)

{
Â (T− − 2T ) + T̂r (Q− − 2Q)

}
F l

n = T− + 2ΔtY − βΔtB (D− − 2D)

Gl
n = Q− + 2ΔtZ − βΔtS · (D− − 2D)
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⎪⎪⎪⎪⎪⎩

D+ = El
n + n (n + 1)

(
ÂT + + T̂rQ

+
)

T + = F l
n − βΔtBD+

Q+ = Gl
n − βΔtS · D+

=0�,�0>

����� 
�� D+

D+ = El
n + n (n + 1)

{
Â
(
F l

n − βΔtBD+
)

+ T̂r

(
Gl

n − βΔtS · D+
)}

������	 	��
� 5�	� D+ -

{
I + n (n + 1)βΔt

(
ÂB + TrS·

)}
D+ = El

n + n (n + 1)
(
ÂF l

n + T̂rG
l
n

)

��	 Dm = I + n (n + 1)βΔt
(
ÂB + T̂rS

)
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k k + 1
2 �;� 2;� �;� η ∂p

∂η

� 1
2 �;�=0> 2;�=0> �;�=0>

(
η ∂p

∂η

)
1
2

G��	=0>

0 1 1
2 �;�=�> 2;�=�> �;�=�>

(
η ∂p

∂η

)
1 1

2

G��	=�>

� 2 1
2 �;�=(> 2;�=(> �;�=(>

(
η ∂p

∂η

)
2 1

2

G��	=(>

( 3 1
2 �;�=%> 2;�=%> �;�=%>

(
η ∂p

∂η

)
3 1

2

G��	=%>

1��� D+ = D−1
m

{
El

n + n (n + 1)
(
ÂF l

n + T̂rG
l
n

)}

1�� ������	�� ������ �
 T + ��� Q+ ��� !���� 2+ �6� =0�,�0>

9���H9�: ��� <���9�:�

�������� −→px2 -

−→px2 (k) = −Rd

⎡
⎣ Levs∑

j=k+1

(Tv)j

(
Bj+ 1

2

pj+ 1
2

−
Bj− 1

2

pj− 1
2

)⎤⎦ ps (���<�#, ����D9 ) = ( �82�, �82� )

����! 	�� ��	�	��� �� 1�2�� 0

��	 fj+ 1
2

=
Bj+ 1

2

pj+ 1
2

, �8(;) =
Levs∑

j=k+1

(Tv)j

(
fj+ 1

2
− fj− 1

2

)
k = 1, . . . , Levs

<�	 <���G% ;G0" �" (" % px = �82 ������ , �� ����

−→px2 = (�82�, �82� )
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;G<��� �8 (4) =
∑4

j=4+1 ≡ 0
%

;G<���'0 �8 (3) =
∑4

j=3+1 = (Tv)4
(
f4+ 1

2
− f4− 1

2

)
(

;G<���'� �8 (2) =
∑4

j=2+1 =
∑4

j=3 = (Tv)3
(
f3+ 1

2
− f3− 1

2

)
+ (Tv)4

(
f4+ 1

2
− f4− 1

2

)
�

= (Tv)3
(
f3+ 1

2
− f3− 1

2

)
+ �8 (3)

;G<���'( �8 (1) =
∑4

j=1+1 =
∑4

j=2 = (Tv)2
(
f2+ 1

2
− f2− 1

2

)
+ �8 (2)

0

; = 2

; = 3
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�� ; = 2, 4 − 1 ( ; = 2, 3 )

�8 (2) = �8 (3) − Rd

(
	(4)
�(4) − 	(3)

�(3)

)
1! (3)

�8 (1) = �8 (2) − Rd

(
	(3)
�(3) − 	(2)

�(2)

)
1! (2)

ω (η) �� 	�� ��+�����
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PK+ 1
2

G �������� �	 ��	��
����

Pk G �������� �� 
���� ��+���

P 1
2

= 0
−−−−−−− P1

P 3
2 −−−−−−− P2

P 5
2

���

−−−−−−− PLEV S−1

PLEV S− 1
2 −−−−−−− PLEV S

PLEV S+ 1
2

ak+ 1
2
, bk+ 1

2
��� ��7��� �	 ��	��
����
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	���

λ ���!�	���

θ ��	�	���

η �+2��� ���	���� ��������	�

Ak Bk ����� ��������	 ����	��	� ��7���! η

t 	�
�

a ������ �
 	�� ���	�

f �������� ����
�	��

(u, v) ����@��	�� ������	+ ��
�����	�

p ��������

ps ���
��� ��������

pr ��
������ �������� ���� �� �������@�	��� 
�� ��
�'�
�����	
	�
� ��	�!��	���

ω = dp
dt

T 	�
����	���

Tr ��
������ 	�
����	���

Tv ���	��� 	�
����	���

φ !����	��	���

ρ �����	+

α = 1
ρ �����7� ����
�

q �����7� ��
���	+

Q ����!+ ��� ���	 
���

Rd ��+ ��� !�� ����	��	

cp ��+ ��� �����7� ���	 �	 ����	��	 ��������

cv ��+ ��� �����7� ���	 �	 ����	��	 ����
�

κ = Rd/cp

ε G Rv/Rd + 1

δ Cpv/Cpd

Y �+����	�	�� 
�	��8
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